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Влияние тонкой накладки на коэффициент интенсивности напряжений 
в задачах о поперечной трещине в полуплоскости и полосе” 


Б. В. Соболь, А. А. Краснощёков 
(Донской государственный технический университет) 


Рассматривается решение задач о равновесии полуплоскости и полосы, ослабленных прямолинейными попе- 
речными трещинами и усиленных тонкими гибкими накладками. В качестве математической модели тонкой 
накладки использованы граничные условия специального вида. Для установления границ применимости мо- 
дели проведено численное исследование данных условий. На основе уравнений равновесия задача сведена 
к решению сингулярного интегрального уравнения первого рода с ядром Коши относительно производной 
функции раскрытия трещины. При этом использован метод обобщённых интегральных преобразований. В 
различных диапазонах изменения геометрических и физических параметров задачи построены решения вы- 
шеуказанного интегрального уравнения методами малого параметра и коллокации. Получены значения ко- 
эффициента интенсивности напряжений в окрестности краёв трещины. Проведён многофакторный анализ 
влияния накладки на критическое состояние трещин в подложке. 

Ключевые слова: трещина, полуплоскость, полоса, накладка, коэффициент интенсивности напряжений, 
фактор влияния. 


Введение. Выполняя защитную или иные функции, тонкие покрытия изменяют механические 
характеристики изделий. Кроме того, покрытия могут подвергаться постоянно растущей нагрузке. 
Таким образом, представляется интересной разработка методов оценки напряжённого состояния 
в упругих телах, ослабленных технологическими и эксплуатационными дефектами и усиленных 
тонкими покрытиями и накладками. Решение этой актуальной задачи отвечает потребностям со- 
временного производства. 

Первые исследования по изучению тонких накладок, изгибной жёсткостью которых можно 
пренебречь, приведены в работах Э. Мелана [1], Э. Рейсснера [2], В.Т. Койтера [3], а также оте- 
чественных учёных [4]. В работе В. М. Александрова и С. М. Мхитаряна [5] собраны результаты 
многих исследований по контактным задачам для тел с тонкими покрытиями и прослойками. В [6] 
решена контактная задача о передаче нагрузки от периодической системы стрингеров к полосе, 
ослабленной трещиной. 

Математическая постановка задачи. Рассмотрим статическую задачу теории упругости для 
ПОЛУПЛОСКоСТИ —© < х <х®, у <0, ослабленной внутренней прямолинейной трещиной длиной 2а, 


перпендикулярной её границе. Центр трещины расположен на расстоянии А от поверхности. К 
берегам трещины приложены нормальные усилия интенсивности р(у), поддерживающие её в 


раскрытом состоянии. 
При у =0 действует граничное условие, моделирующее влияние накладки [5]: 
46. пи’ =(1-ч,)т„, - 2%.Во,, 
0, =0. 


(1) 


Здесь и далее С,, у, — модуль сдвига и коэффициент Пуассона соответственно накладки (/ =1) 


и полуплоскости (/=2); В — толщина накладки; т„,0, — компоненты тензора напряжений в 


У 
полуплоскости; производные берутся по переменной х. 





* Работа выполнена в рамках инициативной НИР. 
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Задача о равновесии полосы —о <х<®, 0<у<-1, , усиленной покрытием на границе 
у =0, формулируется аналогично задаче для полуплоскости. При этом одновременно с (1) на 
нижней грани (у = —й, ) действует одно из следующих условий: 
задача А — гладкий контакт т =0,у=0; 
задача В — жёсткая заделка и =0, и =0; 
задача С — свободная поверхность о„= 0, т к = 0. 

Как уже отмечалось, граничное условие (1) сформулировано на основе вывода базовых 
уравнений для тонких упругих покрытий (прослоек) в плоском случае путём асимптотического 
анализа точного решения задачи теории упругости для полосы [5]. В указанной работе получены 
определяющие соотношения тонких упругих покрытий, однако их эффективности не исследовалась. 

В [7] описан цикл вычислительных экспериментов в конечноэлементном пакете НехРПЕ. 
Исследование показало, что при замене накладки граничным условием погрешность моделирова- 
ния растёт с увеличением жёсткости и толщины накладки. При относительной толщине накладки 
В, /В, <0,02 и в широком диапазоне изменения физических параметров модели погрешность 
определения полей напряжений не превышает 5 %. 

Решение. Введём следующие обозначения для разрывов функций перемещений при х =0: 


ду (х у)" 
0 й 
9 =Х(У), —&х |, 


Касательные усилия на берегах трещины отсутствуют. Учитывая это, можно установить связь 
между разрывами функций (2), которые подлежат в дальнейшем определению: 


Ф(у) =-Х'(у). (3) 
Применим интегральное преобразование Фурье по х к уравнениям равновесия в перемещениях 





и(х, у) =Ф(у). (2) 


для случая плоской деформации в виде Е | (х,у)] = 7 (х‚у)е“хах. 


Приняв во внимание соотношения (2), (3) и то, что при х -> =ю все компоненты вектора 
перемещений и их производных убывают, имеем: 











тои х,У ах ы 
1 ы Ла ах =Х(у)-гаИ (у), 
с 2 
Г: У) пежо — ах (у)- в (у), 
„ 0х 
РУ вме = гаи (У) 
ох | 


= би (х,У) 
1 дх? 
В результате получим неоднородную систему обыкновенных дифференциальных уравнений в 
трансформантах Фурье по х: 


(1-2\)И"(у)-2(1-у)а?И (у) -аи'(у)=2(1-м)юмх (У), 
2(1-м)И”(у)- (1- 2%) ам (у)-юИ’(у)=-2%Х' (у). 





е“*ах =Ф(у)-а\\ (у). 


(4) 
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Применим к (4) интегральное преобразование Фурье по у в виде Е |/(у)| = ТЕ (у)е”ау . По- 


лучим систему линейных алгебраических уравнений относительно трансформант 0 ; и 
((1-2%)В? +2(1-м) а?) +аВУ =-2(1-у)юХ, 
аВИ + ((1-2\)а° +2(1-м)В*)У = -2\8Х. 
Её решение: 
__ @(а*(\-1) +В (\-2)) _ 
ме) +В м2), 
(\-1)(@ +В) * 
_ (а? (\-1)+В?\] _ 
а. 
(\-1) (а? +В?) 








(5) 





(6) 


Произведём обратное преобразование Фурье (5), (6) по у в виде Ё“! [Е ] = > [Ре ау . После 
п —5 


ряда непосредственных преобразований получим общее решение системы (4) в виде: 





И=Ш+и,, 
ИЕИ +И. 
= (С, +С, Чу)е”“ ы (С, + С. у)е”", 
7 
и, = 7з9п(а)((С, + (Чу -к)с, )е”* - (©, + (Чу +к)с,)е”*). (7) 
Г дп (а) -”:а а 
Иа Я хоре 9 (3-2 -@п- ат, 6 


1 —В-+а 


из -я Хе" залп уу -вп- ура 


где к=3-4у, С, -С, — произвольные постоянные, подлежащие определению из граничных 
условий. 

Рассмотрим первоначально предельный случай /, —> ® , соответствующий задаче для по- 
луплоскости. Учитывая затухание решений при у -> —о в этом случае, в (7) следует положить 
С, =С. =0. Постоянные С, и С, определяются из условий (1), представленных в терминах 
трансформант: 

46, В, а? + (1-у%,)6 (И'- ми) =0, 
| — У)’ — га\И =0; 





НН ет ТЖ х (п) (пб (4\- 3) (м -1)-46,^ (у-1) (2-3) + 


+6 (6\-5)(“, -1) + 46, Пап (у 1) е"* ап; 
Га —В+а 


4(у-1) (46,1, (у-1) +6 (\, -1) Ни (п) (216 (у, 1) - 4б,л, (у-1))+36 (\, 1) е"°9п, 


—а 


С, = 
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Таким образом, составим интегральное уравнение задачи на основе принципа суперпозиции, удо- 
влетворив условию в, = -р(Уу) на берегах трещины при х =0: 
(1 мини" = аа (9) 
ох ду 2с 
В результате непосредственных, но довольно громоздких преобразований задача сводится к ре- 
шению гиперсингулярного интегрального уравнения: 














—И-+а 2 1— 
х (п) — 1 реку (10) 
—В-а (п-У) [Е 
К" (пу) = -2% И -е Е и (к (п+у)-16к,) 
Г КК, (п+у} 2 1 2 1 4 Г 1 | 1}. 


© —ЕЕ 
Здесь Е, (&)= | т 


1 
дём интегрирование по частям в (10), с учётом очевидного свойства функции Хх (У): 


@Ё — интегральная экспонента [8], А, =46,^, (у-1), К, =С(\, —1). Произве- 





Х (-й-а)=Х (-й+а)=0. В результате получим сингулярное интегральное уравнение первого 
рода с ядром Коши относительно функции Х’(у). 


хе нк(ъу)а=- 


—й-а 
1 
К (му) = 


К? (п+у} 


2п(1-У) 
(© 





р(У). (11) 


(12) 





_Ю(п+У) К 
х| 12(К, -пА,)(2к, -Ку)е “Е, [90 — ЗК? + ЧАК, + К? (1? у? = 


1 
Сингулярная часть (11) соответствует задаче о прямолинейной трещине в неограниченной упру- 
гой плоскости [9]. Регулярная часть (12) отвечает за влияние различных физических и геометри- 
ческих параметров. 

Положим, 9 = К, /К,. Выделим слагаемое регулярной компоненты ядра (12), соответству- 
ющее задаче о поперечной трещине в полуплоскости без накладки [10]: 


ку) -+4У «2 п)-3(@-п)(26 пе. [- 21] 


— +у)' (п+У) 
Нетрудно заметить, что предельный переход в (13) при 9 ->0 оставляет в регулярной части ядра 
отличным от нуля только первое слагаемое, отвечающее за влияние границы полуплоскости. 
Метод малого параметра. Определим следующие переменные и функции в выражении (11): 
г 


д -х 














(13) 


'(9=х’(а 1), 
(2) =К(а-в,ат-в), 
а 7 -1 


Го © = 








р(а2 - В) = сопё; 





19) Не Зе (14) 
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Введём безразмерный параметр л=а/№, (Л<1), характеризующий относительное расстояние 
между трещиной и границей тела: 


Е ААС) + м + 2 (9 -6]] +4) 
Ге. (^(<+2)-2) 


2-^((+2) ры 
4] З^? (^н-@+1)(^2-2^-1)е * [ЕО мщвы-кнк) 











3 
[4 р 2^*) 
Первоначально будем строить решение сингулярного интегрального уравнения (14), предполагая, 
что относительное расстояние между трещиной и границей тела достаточно велико: Л <1. 


С этой целью представим регулярную часть ядра а 2) в виде разложения по степеням 
параметра Л: 


1(6.2)=У/ (&2)^ +0 (№), (15) 


1 (6,2) = д 25), 
(6.2) = (6 +2 +2? 22), 
р (8 = (С +6 - 1264? +124? +52? — 362? — 6р2? -922 +1202), 


(С) = (< + 43 — 24? + 7243 — 96и* +92“ + 423 - 2023—1827? + 
+1242? +244? 2? —12032 + 362 - 48472 +2472). 
Решение будем строить в виде асимптотического разложения по степеням этого параметра: 
9'(2)=У9'(2)м +0(№"). (16) 
Реализуя разложения (15) и (16) в и (14) и сопоставляя выражения при соответствую- 


щих степенях Л, получаем цепочку последовательно разрешаемых интегральных уравнений от- 
носительно функций 9,(2), /=1,2, ... 


9: (©) +9. ® 4 =0, (17) 








ин : 


Г 1 п-1 
9" (5) + УК 0. ЧЕ — 0, П= т 2, ..:7 
| аи т=0 
Запишем оператор обращения для первого из этих уравнений [11]: 
1 
1 
——а’(Сас=пЕ(2), -1<27<1, 
[259% =пи (2) 
9'(2) 1 |5 1 Ее 
П\/1 - 22 
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Решая уравнения цепочки (17), найдём 9’, п =1,2,... и представим решение в виде: 
а Ре (22(н-2)+ 1) й (24 + 2 (12(2 -2н)* +5)) 
Ч 72 4 87 1287 
(247 +424 +1223 — 3 (164? +5) 22 +н(72? +5) 2+ 6) 
647 








А* 
(18) 





№ +0 (№). 


Анализ структуры (18) показывает, что наличие свободной границы усиливает концентрацию 
напряжений в окрестности края трещины, а покрытие снижает этот эффект. Причём первый из 
названных факторов имеет порядок ^?, а второй — более высокий — Л?. 

Метод коллокации. Построим решение интегрального уравнения (14) методом коллокации в 
виде линейной комбинации базисных функций, явно учитывающих особенность в окрестности 
края трещины: 





(= ХХ, (©. 


1-22 т 
При этом 





9-я, =), 


п 
где Т,, И, — полиномы Чебышёва Г и П рода соответственно, Х, — коэффициенты базисных 


функциях, 77 — количество узловых точек. 
В качестве узловых точек принимаем корни полиномов Чебышёва: 


п(2/ - 
2 





7, = 605 о АЕ д 


1 
Для определения коэффициентов Х, необходимо составить и решить систему линейных алгебра- 
ических уравнений 


Г. п/ (2) 
а, а, .. а» | Х, | _ п/ (2) 
аи ат ни ат Х» п/ (2) 


с коэффициентами а, = [5 НЕ +К(С, Я. 


\-2 [6-2 


Зная 9’(2), легко установить значение коэффициента интенсивности нормальных 


К; =- т |6, 2п(@ -2)9 (2) | 


2—1-0 
При выборе числа узлов коллокации следует учитывать значение параметра Л.С увеличением Л 
точность решения падает. При значениях Л = 0,95 для получения решения в рамках принятой 
модели с точностью не менее 99 % необходимо минимум 8 узлов коллокации. 

В случае полосы в решениях (7), (8) необходимо удовлетворить условиям на нижней гра- 
ни для каждой из задач А - С Повторив рассуждения (2)—(11), найдём в. и получим сингу- 
лярные интегральные уравнения относительно производной функции раскрытия трещины 
Хе (п): 


напряжений: 


2п(1-у) 
с 





т 1 т ах 
[| Жнс ()—у+ ГК, (му,а)е "да п =- 


—Н-а зй 


р(У). (19) 
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Подынтегральная функция в регулярной части ядра интегрального уравнения (19) имеет устра- 
нимую особенность при а=0: 








41-0+22 
|т А Е бы 2 
ии (уха) 9+2, ’ (20) 
А (пу, а)=-1, (21) 
(^; +) (81-20) + 6%, (т +2пу — ву) +12п2?Аьу + 6п?ву) 
М Ас (п, у, а) г (22) 
В (20+, ) 


Для выражений (20), (21), (22) справедливо: к=3-4м, и, =@|а|-—1, и, =@ 4+1. 
Полные выражения для подынтегральных функций А„. ввиду их громоздкости здесь не 


приведены. 
В результате асимптотического анализа было установлено, что при а-—›+ю подинте- 


гральные функции К, с (п, у, а) убывают как: 
[а е 9+ +2%), В, +1п+у>0, 
|Че““”, В, +п+у < 0. 


Анализ результатов. Оценим точность решения задачи о полуплоскости методом малого пара- 
метра с пятью членами разложения. Для этого сравним его с решением аналогичной задачи ме- 
тодом коллокации с 8 узловыми точками. Исследуем влияние составных геометрических и физи- 


ческих параметров ^= и и= (46,1, ("-1)) Даб (м, -1)) на точность решения. На рис. 1 пред- 


ставлены кривые расхождения методов для различных комбинаций ни л. 
МТ) 


1,40 







тг гт 


1,35 


ГТГ т 


1,30 


С ОЗ БИ 


1,25 


1,20 


1,15 


1,10 


Грегг тт 


| 








| | | 
| 0,5 0,6 0,7 0,8 


Рис. 1. Значения фактора влияния М1), полученные методом малого параметра (сплошные линии) 
и методом коллокации (пунктирные линии) для различных комбинаций и и Л 
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Экспериментально установлено, что решение задачи для полуплоскости методом малого 
параметра наиболее эффективно и целесообразно в диапазоне Л<0,7; и<0,7 , т. к. даёт по- 


грешность менее 5 %. 
Учитывая разнообразие видов и технологий нанесения покрытий, важно провести много- 
факторный анализ их влияния на поведение трещин в подложке. 


При численном анализе влияния накладки удобно ввести величину /!(2) = К, (2)/К,..(2). 
Здесь К’ (2) — коэффициент интенсивности нормальных напряжений в окрестности вершин тре- 
ЩИНЫ 2=+1, К’, (2) — соответствующая величина для случая такой же трещины в бесконечной 


упругой плоскости. №(2), называемое фактором влияния [12], характеризует изменения напря- 


жений, вносимые в рассматриваемую задачу границами сред и накладкой. 
Следующие значения физических и геометрических параметров были приняты по умолча- 


нию (модельная задача): Е,/Е, =1,8; п/а=1,5; В /а=0,01; №, /а =5. Решения уравнений бы- 
ли построены методом коллокации с использованием 10 узловых точек. 

Рассмотрим влияние толщины и жёсткости накладки при некоторых фиксированных зна- 
чениях Л. Накладка существенно уменьшает интенсивность напряжений, особенно для больших и 
близких к границе трещин (0,9 <^<1) (рис. 2). 

М1) 


2,0- 











п,/а 





001 = 002 003 0,04. 0.05 


Рис. 2. Изменение фактора влияния в вершине трещины в зависимости от относительной толщины накладки 


Далее проведём исследование влияния различных материалов покрытия на М (1) в зави- 


симости от Л (рис. 3). 
Анализ влияния накладки и различных вариантов граничных условий при у =-й, для за- 


дачи о полосе представлен на рис. 4. На нижней грани действуют условия: А — гладкого контакта, 
В — жёсткой заделки, С — свободной границы. Случай отсутствия накладки отмечен как Е (ее). 
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Рис. 3. Влияние материала накладки на интенсивность напряжений: РТЕЕ — тефлон, А! — алюминий, № — никель, 
Сг — хром, М/С — карбид вольфрама 
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Рис. 4. Зависимость фактора влияния //(1) от относительной глубины трещины 


При А, »а численные решения уравнения (19) совпадают с решением уравнения для по- 


луплоскости (11). 
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Заключение. Решена задача определения критического состояния полубесконечных элементов 
конструкций, ослабленных внутренними поперечными трещинами и усиленных тонкими, гибкими 
накладками. Задачи о равновесии поперечной трещины в упругой полуплоскости и слое с наклад- 
ками описаны интегральными уравнениями. 

Во всех рассмотренных задачах сингулярно-дифференциальное уравнение имеет единую 
структуру, и сингулярная часть соответствует задаче об изолированной трещине в неограничен- 
ной упругой среде. Регулярная часть ядра интегрального уравнения в каждом конкретном случае 
характеризует взаимное влияние между трещиной и граничными поверхностями тела. Получен- 
ные интегральные уравнения были решены методами малого параметра и коллокации. Проведён 
анализ сходимости методов, получены численные результаты. 
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ТНТМ РЕАТЕ ЕРРЕСТ ОМ $ТВЕ$$ ТМТЕМ$1ТУ РАСТОВ 1М РКОВЕЕМ$ ОМ 
ТВАМ$УЕВ$Е СКАСК 1М НАЕЕ-РЕАМЕ АМО 5ТЕТРЕ” 


В. М. боБо/, А. А. Кгазпо$НсНеком 
(Роп Зае Тесптка! Упмег$Ку) 


Тле о/ийоп ю те едийпит ргоМет гг ВаЕр/апе апа {тре иеакепеа Бу з#га/дРЕ #гапзуеге сгаск5 апа гет- 
юЮгсеа Бу {#т ПехЬ/е р/аЁ=$ /5 сопу/дегеа, Воипаагу сопа!оп5 оГа рес! Гогт аге изе4 а5 а та етайса! тодЕ! 
ога тт р/е. То еяа 5й пе Итй5 о {те тоде! арр/са Шу, а питейса! $иаУ оЁ {Пезе сопа Шоп 15 сатеа сиЕЁ 
Оп Пе Баз5 ОЕ {те едийБпит едиайоп5, {те рго Мет [5 сопуепеа {о те зоивоп оЕ {те зтдшаг п {едга! едиайоп 
ОР Те ВгзЕ кПа и" {Пе Саиспу Кете! ге/айпта {0 {те Гипсвоп депуаёйе о {те сгаск орептод. АЁ #5, Те депега!- 
[2ед ицедга! гапзГогт те{под [5 изед. [п уапоиз гапдез оЁ {те деотейтса! апа рпухса!/ ргоет рагатеегс, 5о/и- 
Воп5 10 Те аезспреа аБоуе тедга! едиайоп аге сопзгищеа Бу зта/! рагатег апа соосайоп те ос. Тре 
5[7е5$ |тепзйу Гасог иаиез т те педрБогнооа о! {Пе сгаск репрВеЕГу аге обеатеа. Тре тимапае апа/у$5 ог 
{пе р/айе /трасЕЁ оп {Пе спёса! сопа оп ОЕ сгаск$ т {пе зибзгае /5 сагтеа осиЁ, 

Кеуигогаб: сгаск, па!-риапе, $тре, р/9Ее, 5е55 /теп5йу Гасюг; Габюг о! тПиепсе. 





* ТНе гееагс {5 аопе мт {Пе Нате оЁ {Не паерепдепе В&р. 
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